INNERE FELDEMISSION

Rédumliche Verallgemeinerung der Zenerschen Formel
fir die innere Feldemission*

Von J. Homirius und W. Franz

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitiat Miinster (Westfalen)

(Z. Naturforschg. 9a, 5—14 [1954]; eingegangen am 11. August 1953)

Mittels der Houstonschen Methode werden die Formeln fiir die innere Feldemission
hergeleitet. Fiir das Gitterpotential wird dabei ein Modell zugrunde gelegt, welches durch
die Fourier-Koeffizienten v, ,, v;,, und v,,; beschrieben werden kann. Die Formeln far
die mittlere Durchlissigkeit einer Netzebene [Gln. (15), (23), (37), (38) und (49)] unter-
scheiden sich nicht wesentlich von der Zener-Formel fiir das eindimensionale Modell. An
Stelle der konstanten Ionisierungsenergie tritt die kleinste Energieliicke zwischen Valenz-
und Leitungsband und an Stelle des Betrages des angelegten Feldes die Komponente
parallel zur Netzebenennormalen; ein zusitzlich auftretender Faktor von der Grillen-
ordnung 1 ist feldabhingig, falls auller v,,, hthere Koeffizienten eine Rolle spielen. In
den Formeln der zeitlichen Emissionswahrscheinlichkeit [Gln. (25), (39) und (50)] treten
weitere Faktoren auf, die von der Lage der Brillouin-Ebenen zur Feldrichtung abhéngen.

larence Zener hat im Jahre 1934 festgestellt?,

daB isolierende Kristalle in sehr hohen Feldern
dadurch leitend werden miissen, daf3 Elektronen aus
dem Valenzband durch eine Art wellenmechanischen
Tunneleffektes ins Leitungsband herausgezogen wer-
den. Die zeitliche Austrittswahrscheinlichkeit eines
Elektrons infolge dieser ,,inneren Feldemission®
wurde von Zener an einem eindimensionalen Gitter-
modell zu

_aleF| ] I* ma)

w = 7 ehp[]eFlﬁ'—lj (1)
bestimmt. Hierin ist ' der Betrag des angelegten
Feldes &, a die Gitterkonstante, I die Ionisierungs-
energie, also die Energieliicke zwischen Valenzband
und Leitungsband, m die Masse, e die Ladung des
Elektrons und 4 die Plancksche Konstante, & wie iib-
lich gleich A/27. Diese Formel wurde von verschie-
denen Seiten neu berechnet?:3 und von Shockley
und Mitarbb.% in einer Weise verbessert, auf die wir
in einer spiteren Arbeit zuriickkommen wollen. Da
jedoch alle diese Rechnungen effektiv am eindimen-
sionalen Kristallgitter durchgefiihrt wurden, blieb
die Frage offen, ob und inwieweit sich die Zenersche
Formel auf dreidimensionale Kristalle anwenden
laBt, insbesondere auch, inwiefern kristallographi-
sche Richtungseffekte bei der inneren Feldemission
eine Rolle spielen. Eine Methode zur Behandlung
des dreidimensionalen Kristalls wurde zwar in der

* Zweiter Teilauszug aus der Dissertation von J.
Homilius, Miinster i. Westf.

1 Cl Zener, Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A 145,
523 [1934].

zitierten Arbeit von Houston angegeben, jedoch
steht eine wirklich dreidimensionale Anwendung
dieser Methode bis jetzt noch aus. Diese Liicke zu
fiillen, ist das Ziel der folgenden Untersuchung, und
zwar wollen wir speziell fiir das rein kubische Fla-
chen- und Raumgitter die Durchlissigkeiten unter-
suchen fiir den Fall, daB die dullere Feldstirke in
den kristallographischen Richtungen [100], [110]
oder [111] angelegt ist. Die Berechnung der Durch-
schlagsfestigkeit fiir die in der Natur auftretenden
flichen- und raumzentrierten kubischen Kristalle
soll einer folgenden Arbeit vorbehalten bleiben.

1. Der Houstonsche Ansatz

Im folgenden werden wir das Valenzband des Iso-
lators durch die erste Brillouin-Zone (abgek. B.-
Zone) quasifreier Elektronen darstellen, an deren
Grenzen die Elektronen durch Braggsche Reflexio-
nen zuriickgehalten werden. Nach Einschalten eines
sehr starken Feldes wird die Wirksamkeit der Bragg-
Reflexionen zum Teil aufgehoben, und die Elektro-
nen sickern beim Auftreffen auf die Zonengrenze
jedesmal zu einem gewissen Teil in das Leitungs-
band durch. Die Aufgabe der Theorie besteht darin,
einmal die Durchlassigkeit an den verschiedenen
Stellen der Zonenberandung festzustellen und so-
dann durch Integration iiber die gesamte Zonen-

2W. Franz, Z. Physik 113, 607 [1939].

3W.V. Houston, Physic. Rev. 57, 184 [1940].

4 K. B. Mc Afee, E. J. Ryder, W. Shockley u.
M. Sparks, Physic. Rev. 83, 650 [1951].
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grenzfliche die zeitliche Austrittswahrscheinlich-
keit des Elektrons zu berechnen.

Die Grundlagen der Houstonschen Theorie er-
geben sich folgendermaflen. Ein Elektron in einem
periodischen Gitterpotential V(r) und einem zusétz-
lichen, homogenen elektrischen Feld & geniigt der
Schrédinger-Gleichung .

L 7
{A + —2;;'—1(— zza_t —V )+ eF -r)}wzo. 2)
Fiir verschwindendes Feld wird sie gelgst durch den
Blochschen Ansatz

Y (B 1,0) = u, (£1) e VT EA O (3)

y,, besitzt darin hinsichtlich des Wellenzahlvektors f
die Periodizitat des reziproken Gitters, ebenso die
Energie £, (). u,, besitzt die rdumliche Periodizitat
des Kristallgitters; » numeriert die verschiedenen
Energiebiander des Kristalls. Die Wellengleichung (2)
mit Feld laBt sich, solange die Abhéngigkeit der
Funktion u,, von f vernachlissigt werden darf, 16sen
durch

x'n(fy T, t) = u’n(f + ft7 r)

t
-exp {z (t+ft) v — %JE" (t+ fr)dr}
(f=eF/h). - 4

Eine exakte Losung von (2) erhdlt man durch Li-
nearkombination dieser Funktionen:

1t t)=2Z2¢c, (¥,0) xn (¥, 1, 8). (5)
n t

Einsetzen in (2) ergibt

Zzacn (¥, )u;t(f + ft 1)
n ¥ (6)
exp{ t+fo)rx -—jE f'—}—n)dr}—()

Multipliziert man diese Gleichung mit 7, (£, t, t)
und integriert iiber den Raum, dann verschwinden
alle Summenglieder, fiir welche sich ' von f nicht
gerade durch einen Vektor des reziproken Gitters
unterscheidet. Wegen der Periodizitidt der Funktion
v, im Wellenzahlraum geniigt es, f == ' zu setzen,
und man erhéilt dann wegen der Orthogonalitéit der
verschiedenen wu,,:

m(fyt): - ch(fst)
;
~exp{— %J{[En (t+ 9] — By (04 0} o]

ju f+ft,1)f- af »(E4ft,x)dV. (7)

Vor Anlegen des Feldes war in dem Isolater nur ¢,
von Null verschieden (Valenzband). Bei kleinem
Feld werden die anderen c,, klein gehalten, nicht
nur wegen des in (7) unter dem Integral enthaltenen
Faktors {, sondern vor allem durch die nahezu perio-
dischen Schwankungen des Exponentialfaktors. Bei
grofleren Feldstiarken verlieren diese Schwankungen
ihren rein periodischen Charakter; an den Stellen
starkster Anndherung der beiden Béinder verlang-
samen sie sich, und deswegen wichst ¢, gerade
beim Durchgang des Vektors f + ft durch diese Ge-
biete (d. h. also, gerade an den Stellen der Bragg-
schen Reflexion) an. Hieraus wird sich die Berech-
nung der Austrittswahrscheinlichkeit aus dem Va-
lenzband ergeben.

Zur Vereinfachung der folgenden Rechnungen fiir
kubische Kristallgitter fithren wir als Einheit der
Linge die Grofle a/z ein, wo a die Gitterkonstante
ist. Die Grundvektoren des reziproken Gitters er-
halten dann die Lénge 2. An Stelle der Zeit werden
wir als bequeme, dimensionslose Integrationsva-
riable einfiihren
a e

&= - fF t. ' (8)
& bedeutet die in der Zeit ¢ durch das Feld bewirkte
VergroBerung der Wellenzahl, gemessen in der ver-
abredeten Einheit. Wir interessieren uns zunéchst
fiir die Durchlissigkeit einer bestimmten Stelle der
Zonengrenzfliche, welche durch die sog. Brillouin-

Ay X
¢
{010} ky a
dr
2 %
=044t
ke
i}
{iogp

Abb. 1. f-Raum mit den Brillouin-Ebenen des kubi-
schen Gitters I¢ in der Ebene k; = 0 und einem dem
Feld § angepalBten Koordinatensystem &, 7, .

Ebenen vorgegeben wird und fiithren im f-Raum
ein Koordinatensystem ein, welches fiir diesen
Zweck bequem ist. Die eine Achse soll in Feldrich-
tung liegen und in der Zonengrenzfliche ihren Null-
punkt haben, so dall wir — bei geeigneter Verfiigung
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iiber den Zeitnullpunkt — gerade & als erste Kom-

ponente des Vektors f = f + {¢ ansprechen kénnen
(Abb. 1). Die beiden anderen, im allgemeinen affinen
Komponenten dieses Vektors sollen in der B.-Ebene
liegen und % und ¢ heilen. Dann ergibt sich aus (7)
als erste Naherung der Stérungsrechnung

de,
dé

= —M,"exp ¥, (r=2)
a.
oy End) = (e ). ©)

P& =iaj(Ef—E1)d5 ("‘ :a|:F])'

Wir kénnen darin M, als Amplitudenfunktion
bezeichnen, ¥ ," als Phasenfunktion. Um die gesamte
Durchléssigkeit der betrachteten Stelle der Zonen-
grenzfliche zu erhalten, miissen wir & iiber einen
hinreichend groflen, diese Grenze einschliefenden
Bereich laufen lassen, der aber stets auf das Inter-
vall [— 1,1] beschrinkt werden darf. In dieser
Weise erhilt man fiir die verschiedenen, durch die
Parameter # und { gekennzeichneten Stellen der
Zonengrenzfliche das Anwachsen der Koeffizienten
¢, (n,{), deren Quadrat die Durchlissigkeit der
Netzebene angibt. Die Gesamtdurchlissigkeit er-
halt man durch Summation

D (77,5) =, ’52‘2 ]Cr (777 C) lg' (10)

Greifen wir eine einzelne, die B.-Zone begrenzende
Netzebene des reziproken Gitters mit den kristallo-
graphischen Indizes m = {m! m2 m3} heraus, dann
ergibt sich die mittlere Durchlissigkeit dieser B.-
Ebene fiir ein in Richtung [zyz] angelegtes Feld zu

Dg‘g‘ckyﬂ = r§2 ler izmk 2 (11)
wobei rechts iiber den ganzen Bereich der Ebene
gemittelt werden soll. Um zu berechnen, mit wel-
cher zeitlichen Wahrscheinlichkeit ein Elektron des
Valenzbandes durch diese Netzebene austritt, miis-
sen wir D multiplizieren mit demjenigen Bruchteil
vy der Elektronen des Valenzbandes, welche pro
Sekunde diese Netzebene erreichen. Die gesamte
Austrittswahrscheinlichkeit ergibt sich durch Sum-
mation zu

Wiay = vy DEYA. (12)

5J. Homilius, Z. Naturforschg. 8 a, 432 [1953], im
folgenden als I zitiert. In dieser Arbeit wird die Ener-
gie in Einheiten P = (%%/m) (n/a)? — G1. (I. 1) — gerech-

Die GroBen v, ergeben sich einfach geometrisch aus
dem Flicheninhalt des Netzebenenausschnitts, dem
Volumeninhalt der B.-Zone und dem Winkel zwi-
schen Feld und Netzebenennormalen.

Die Feldemission 1iBt sich leicht durchrechnen,
wenn das Elektron in Richtung [cos «y, cos a,,
cos a,] nur an einer einzigen, etwa der durch den
Vektor m = {m! 0 0} charakterisierten Netzebene
eine Braggsche Reflexion erleidet. Wir kénnen dann
die Eigenfunktionen bzw. deren Matrixelemente aus
einer fritheren Arbeit von Homilius® entnehmen.
Setzen wir die dortigen Formeln (I.8) und (1. 10) in
unsere jetzige Gl. (9) ein, dann ergibt sich

%_l VUm d(ml|d4,)
] | m|? A12+v?11 dé

|m|4d,
. 2 TP TR AT
expli - [ ymEAFT Rami4)].
0 (13)

Da die Feldemission nur bei kleinen Energieliicken
in Betracht gezogen werden muf}, werten wir (13)
unter der Voraussetzung »,, < 1 (das bedeutet Ioni-
sierungsenergie klein gegen 17 eV bei einer Gitter-
konstanten von rund 3 A) aus. Dann trigt zu der
Anderung von ¢, nach Gl. (13) nur die nichste Um-
gebung der Stelle & = 0 bei, und wir kénnen die
gesamte Anderung von ¢, dadurch berechnen, daf3
wir (13) iiber & von — oo bis + oo integrieren. Mit
der Substitution |m|A4, = v, &in z erhalten wir
dann ein Integral vom Typ

+ o

Jp (b, 1, m) = j

- ©

dz o [k (@i 2601z + 2)+1 Ginz + mz]
Cojnz
(14)

Mit der Auswertung dieser vierparametrigen Inte-
grale werden wir uns im Anhang beschéaftigen. Fiir
unseren Fall ergibt sich

1 LI

T g e 0-9),

und hieraus folgt fiir die Durchldssigkeit der Netz-
ebene m (beachte, daB 2V, = I, die Ionisierungs-
energie ist, welche bei Durchsetzen der Netzebene
zugefiithrt werden mul)

Cy =

x Ve ma } (15)

2
e e _m "
D'"“(s) °XP | TeF,] 4m|A®

net, die Fourier-Koeff. Vi des Potentials in neg. Ein-
heiten P, alsoVm = — vx P. Dies wird in der vorliegen-
den Arbeit iibernommen, falls nicht anders ersichtlich,
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In diesem Ergebnis ist bis auf einen Korrekturfak-
tor (77/3)? das frither von Zener?! und Franz? be-
rechnete enthalten. Houston? selbst gibt als Re-
sultat seiner Methode eine um den Faktor 36
groBere Formel an, ohne die Rechnung im einzelnen
mitzuteilen. Ein Faktor 9 liele sich dadurch erkla-
ren, da} in dem Ausdruck fiir ¢, statt J, (k, 0, 0)
naherungsweise J,; (0, 0, k) gesetzt, bzw. was auf
dasselbe hinauslduft, der Integrationsweg in un-
zulédssiger Weise liber das Unendliche geschlossen
wird.

2. Reines cos-Potential beim Gitter [,

Die Eigenfunktionen Tiir das rein kubische Gitter
I, entnehmen wir aus (I. 34), wobei wir zunéchst
nur den Fourier-Koeffizienten v, ,, als von Null ver-
schieden annehmen. Fiir die Amplitudenfunktionen
der Houstonschen Theorie bendtigen wir die folgen-
den Matrixelemente:

0 X,Y,0 Z,0 0 0
0 0 Y,0 Z, 0 0
0 X,0 0 Z,0
O % 00 0 0 Z, :
(X:‘» o0& ): 0 Xl Y, 0 (16)
antisym. 0 0 Y,
0 X,
0
Darin ist
Xlz_l—v‘zooaAw: Y, :lvl_:oaduy,
2 &2 0¢ 2 ¢ 0¢& (17)
Z ___l_vlm)aAz
17 2 e 0&°
mit
tay = A2 F 050y (18)

Die Amplitudenfunktionen aus (9) erhalten dann
die Gestalt

M2=—X, Mi=_7Y,
alle anderen M = 0.

M= — 2,

(19)

Zur Berechnung der fiir Gl. (9) benétigten Ener-
giedifferenzen aus (I. 34) fithren wir Integrations-
variable &, 1, £ durch die folgenden Beziehungen ein:

f:fo—f-f], flz(Ax,Ay’Az):
A,=E&cosa;, d,=n-+Ecosa,, A,=C &cosa,.
(20)

£, = (111),

* Die Indices bei ¢,, ¢, und ¢; geben im Falle des
cos-Potentials nicht notwendig die Zonenzuordnung
an, vielmehr gehoren die 2., 3, und 5. Eigenfunktion

Die &-Achse liegt in Richtung des Feldes,  und {
sind Parameter auf der B.-Ebene {100} (vgl. Abb. 1).
Fiir die Phasenfunktionen ergibt sich

27 a
2 _ o2 d/
= cos a, I'Az + Ulooddz’
i
1y
210
- - g
Fg= COS &y (21)

J\]/_E—i_ ?)'1200 dd, + 1D, ™) s
0
1

z

. 2i yEEn -
S ﬁ’ﬂiwfoo d4, +iP; (@)

" cos ay
0
Darin sind @, und @ ; Phasenverschiebungen, wel-
che nur von den Parametern 7 und { abhdngen.
Setzen wir (19) und (21) in (9) ein, dann erhalten
wir durch Integration iiber A4,, von — oo bis + o
(mit der Substitution 4, = v,4, Gin 2)

1 avigg et hs avigo
€ = ?Jl (cos a”’ 0l &= 2 g cos a,’ 06
et Ps aviy,
g *
€5 =—% Jl(cosaz’o’o : (22)

Bilden wir hieraus die Durchléssigkeiten gema (10),
dann fallen die Phasenfunktionen @, und @; und
damit die - und {-Abhéngigkeiten heraus. Mit I =
2V 140 als der konstanten Tonisierungsenergie‘auf den
Flachen vom Typ {100} wird dann:

m\2
D{yo03 = (g)
I* ma

T\ -
D{010}:(_§) & 1eFy|2h",

= I* ma
e |eF,|4m®

’

(23)

I* ma

£11 o 1T Tt o MLt SESE
D{om}:(g) e leF, [+ 2.

Die zur Berechnung der Austrittswahrscheinlich-

keit w nach Gl. (12) benotigten Koeffizienten (Fre-

quenzen) v ergeben sich als Verhéltnis des Wellen-

zahlvolumens, welches pro Sek. die drei Reflexions- -

flichen erreicht [(eF/k) cos a; (27t/a)?], zu dem ge-
samten Inhalt der B.-Zone (27/a)3:

eFa

oo} = T

1010} 2

{oo1} 3

COS o 24)

Damit ergibt sich fiir die zeitliche Wahrschein-
lichkeit der Feldemission eines Elektrons, welches

in (I. 34) jeweils zum zweiten Energieband an der
{100}-, {010}- und {001}-Ebene.
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sich innerhalb der durch B.-Ebenen vom Typ {100}
begrenzten B.-Zone bewegt

w[cos al L COS A, COSA 1

eFa_ =

= —5— [cos ay Diygoy + cosay Dygrop  (25)
- cos gy D{um}] .

Auch diese Formel entspricht, mit der durch Ein-

fithrung der Winkel a; gegebenen Verallgemeine-

rung, der Zenerschen Theorie; sie wurde schon-

frither (Franz?) auf andere Weise abgeleitet.

3. Zweifache Stérung beim Gitter /', in
ebener Betrachtung

Beriicksichtigen wir auller dem Koeffizienten v,
des Potentials auch noch weitere, so miissen wir
nach I, Ziff. 2 eine Linearkombination der Eigen-
funktionen y, bis y; ansetzen

o= PR (26)

Die Koeffizienten a] sind von der Wellenzahl ab-
héngig und miissen bei der Bildung der Amplituden-
funktionen mit differenziert werden. Daher wird

. — 9
i.’llll (5,77’4) = (xp _e;:—l)
ool - 0 X
— 12_;: o a—g(Xﬁ L) + ji“i ol (%a" 3_5)7

oder, wegen Gl. (16) und wegen der normierten
Orthogonalitdt der Funktionen y,

oa¥
o0&

‘MiszfX1+Tiyl+RiZ1+Za{; (27)

Zi=A(1,2)+A4(3,4)+A4(5,6)+4(1,8),

mit 1 )
T'=A4(1,3)+A4(2,4)+A(5,7)+ A4(6,8),
1 )

_|ofof
4 (P,Q)* a{){xg e

Wir beschrinken uns zunéchst auf den ebenen
Fall, indem wir in (20) 4, = = — 1 setzen, und
beriicksichtigen neben der Stérung H! von (I. 13)
noch die Stérung H? von (I. 16). Ferner nehmen
wir an, dal3 der Fourier-Koeffizient v, , so viel klei-
ner ist als vy, dall wir nur lineare Glieder in
¥110/V100 beriicksichtigen miissen®. — Die Funk-
tionen y, bis y 4 liegen bei unserer Wahl von ¢ so
hoch iiber den vier ersten Niveaus, dafl wir die

6 In der Dissertation von J. Homilius ist die Rech-
nung bis zu Gliedern (v,;4/v;,)> durchgefiihrt.

Feldemission in diese Zustdnde nicht zu berticksich-
tigen brauchen. Im iibrigen kénnen wir Koeffizien-
ten und Energiewerte aus I, Ziff. 1 entnehmen. Die
Rechnung wollen wir fir die Feldrichtungen [100]
und [110] durchfiihren.

Liegt das Feld in Richtung [100], dann ist nach
(20) 4, = &und 4, = 5 (wegen cos a, = O).
n lauft innerhalb der ersten B.-Zone von — 2 bis 0.
Wegen der Symmetrie beziiglich des Mittelpunktes
der Fliche bei 7, = — 1 kénnen wir uns auf den
Bereich von —1 bis 0 beschrinken (vgl. Abb. 1).
Die Energiedifferenzen ergeben sich aus (I. 23) zu

¢ V110 100 2
(@) By, — E; =2 |e,+ ———| + 0 (v310) »

€y &y
V1002 . 28
(b) Es_E1:2(Sﬂ+%8:,M)+O(Ui]0)’ (28)

(c) By —E, =2 (e, + &y) + 0 (v319)

woraus sich nach (9) die Phasenfunktionen ¥'7 be-
stimmen. Fiir die Amplitudenfunktionen erhalt
man aus (L. 30) unter Beniitzung der Gl. (27)

(a) jl[-‘lz e &y — & V100 (1 + Yio 2 2’110”%00)

N 2¢ & &y €
+ 0 (v}10)
(b) M7 = 2Nv;§0(20:—nai)sz +o@ho), (29)
N= ]/ (ey — £a)? + ”45 Z
@ = 5o g [ - ) oot

Aus (28) und (29) werden nach (9) die Koeffizienten
¢, (I = 2, 3, 4) berechnet. Bei der Integration iiber
& kommt es wesentlich auf das Verhalten um & = 0,
bei der anschlieBenden Mittelung der Koeffizienten-
quadrate auf das Verhalten bei kleinen Energie-
liicken an. Die letzte Bedingung ist bei den Uber-
gingen in die zweite Zone bei grolen |7 | (> v,),
bei den Ubergingen in die dritte und vierte Zone
bei kleinen |7 | erfiillt. Wir ersetzen daher in (29a)
N durch &, — ¢, und in (29b) und (29¢) durch
w/2 = vy & /26, ,. Weiter ndhern wir in (29b)
und (29¢) ¢, + &, durch 2¢, an. Mit der Sub-
stitution & = v,,, ©in z lassen sich dann alle In-
tegrale auf den Typ (14) zuriickfiihren, und man
erhilt die Gln. (30):

Co= %(1 +0110)J1(“U%00’ 0, 2a v}y, %)

&y

V110
- p J3,
v
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Uyoo V110

_ 2 U110
Cy= = EuJ“ 0, 20 V19084 20024 - |

= v

(30)

- Ving Y
47 8100

1 [1 (%0300, 20 v109 €4, 0) — 3 J5].

Fiir die Berechnung der mittleren Durchlissig-
keit der Flache {100} geniigt es, dasjenige Koeffi-
zientenquadrat aus (30) allein beizubehalten, wel-
ches bei der asymptotischen Darstellung fiir groBe «
(d. h. kleine Feldstirken F) den kleinsten Exponen-
ten hat. Dies ist nach der Rechnung im Anhang c,,
abgesehen von einem vernachlissigbar kleinen Ge-
biet kleiner -Werte. Die Durchlissigkeit als Funk-
tion von 9 wird damit, wenn wir im Koeffizienten
¥170 gegen ¢, vernachléssigen,

I*(n) ma

D (n) = (%)2 e leF[4n .

I() =2V, (1 T (Ugm)) (31)

Vn? + vigo
und die mittlere Durchlissigkeit mithin

|7]n| e o)
— 1 m\2 _, too 7 eV
Dzqu‘D’”d’?:(?)e ' y"Jy—zdy
0 Yo
(32)

mit 7, = — 1 als Symmetriepunkt der Fléche{lOO}
und mit

v
o o 110 ;
Y =2av%7 —V‘Z—ﬁ —+ 0 (v110) -
N7 = Pioo

(33)

Bei der Variabelntransformation in (32) haben wir
aullerhalb des Exponenten 7 proportional 1/y ge-
setzt, da der Hauptbeitrag zu dem Integral von der
oberen Grenze 7, herrithrt und das Ergebnis der
Integration hauptsichlich von der rasch verinder-
lichen Exponentialfunktion bestimmt wird. Aus
demselben Grunde diirfen wir ohne groBen Fehler
die obere Grenze der y-Integration nach oo ver-
schieben. — (32) la3t sich durch den Integral-Loga-
rithmus Ei (—y,) darstellen

_ 2 "
= (%) e Mo gV Ly Bi( — y,)],

g ¥ e ¥
Ei(— g0 = —f'y—dy- (34)
Yo

Falls v, sehr klein ist, dann ist 3, nahezu gleich
Null, die eckige Klammer wird daher fast 1, da
limo[yo Ei (—y,)] = 0 ist. Damit geht Gl. (34) in
Yo —>

die bereits frither fiir das einfache cos-Potential ab-
geleitete Gl. (23) iiber. Falls jedoch y, > 1 ist, a6t

sich die eckige Klammer von (34) zweckmiBig fol-
gendermaflen darstellen:

h
CVhyBi(—y =Tt ()

mit der semikonvergenten Reihe
21 31 41 o

Die Durchlissigkeit nimmt dann folgende Gestalt
an:

2 5 I (o) ma
V1 +w?
d0 = n2ﬁ k (Yo0) (37)

(yOO Eyofﬁr 0‘1 :0, aaISOFm:F)_

I (n,) stellt hierin nach (31) die minimale Ionisie-
rungsenergie auf der {100}-Grenzflédche dar, I (o)
eine ebenfalls aus (31) abgeleitete Rechengrifle, die
aus I (n) durch den Limes 5 - oo gewonnen wird.

Um auch fiir ein in [110]-Richtung angelegtes Feld
die Durchléssigkeit zu ermitteln, miissen wir ganz
analog zu dem eben behandelten Fall vorgehen. Der
Hauptunterschied besteht darin, dal neben 4, =
&/V2 nach Gl. (20) auch 4, = 5 + £/J2 eine Funk-
tion von & ist. Die Formeln veridndern sich dadurch
in einigen Punkten. Gehen wir jedoch schlie3-
lich zu derjenigen Durchlissigkeit iiber, welche die
kleinste Exponentialfunktion besitzt und mitteln
in derselben Weise wie in Gl. (32), dann erhalten
wir Formeln, welche genau (34) und (37) gleichen,
wenn wir nur an Stelle der Feldstirke F deren Kom-
ponente in der z-Richtung einfiihren. Das bedeutet,
dafBl wir fiir verschwindende v,,, die alte Gl. (23)
erhalten, fiir grofle y, dagegen

_ I% (3,) ma
D!{111()%J} — g0 (il(j'_'i)_r“‘_ﬁ) ! e TeF| 1.
eF | 4R? d

h (Yoo V2)
h (Yo0)

Die so berechnete Durchlissigkeit ist sowohl die
der Fliche {100} wie auch der Fliche {010}, denn
beide werden in gleicher Weise unter dem Winkel
a; = a, = /4 angelaufen. Damit erhalten wir
gemiB Gl. (25) die zeitlichen Feldemissions-Wahr-
scheinlichkeiten :

d[ll(]] = d[lUU] (38)

eFa
_ 1100
W00y = 7, D{xog}’
eFa

10
Wiy = 5 V2 D{mo]}-
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Im praktischen Fall wird »,,, keineswegs so klein
gegen v, sein, dall man die quadratischen Glieder
in v,,, vollig vernachlissigen kann, wie wir dies
getan haben. Doch wird dadurch das allgemeine
Bild der Richtungsabhéingigkeit wie auch die Grofe
der zur Feldemission benitigten Feldstidrken nicht
wesentlich beeinfluit werden. Insbesondere wird
der EinfluB der Ubergiinge in die héheren Zonen,
also in die dritte und vierte, auch dann vernach-
lassigbar klein bleiben gegen die Ubergiinge in die
zweite, wenn v;,, nicht kleiner als etwa v,,,/2 ist.
Diese Uberginge kommen, wie die Formeln (30) zei-
gen, nur fiir kleine % in Betracht, d. h. gerade in den
Ecken der ersten B.-Zone, wo auller der zweiten
auch noch die dritte und vierte Zone in einem
Punkt mit der ersten zusammenhingen. Dies be-
deutet natiirlich eine Erleichterung der Feldemission
in den Ecken der Zonen, insbesondere, wenn das
Feld die Richtung [110] besitzt. Die quantitative
Durchrechnung zeigt jedoch, dal3 diese Erleichte-
rung vernachldssigbar klein bleibt.

4. Dreifache Stérung beim Gitter [,

Zur Behandlung des dreidimensionalen, rein ku-
bischen Gitterslegen wir die Energie-Eigenwerte und
Losungen aus (I. 39) und (I. 40) zugrunde. Wie im
zweidimensionalen Fall sind es die Uberginge von
der ersten in die zweite B.-Zone, welche fiir die
Feldemission fast ausschlieflich verantwortlich
sind, und wir wollen daher nur diese berechnen.
Der Energiesprung zwischen der ersten und zweiten
Zone ist nach (I. 39)

¢ . v300 (V110 V110 Y111 Y100
E2~E1:28w+2Z(5_v+5_2+ &y & )

(40)

Die Phasenfunktion folgt hieraus in iiblicher Weise
nach Gl. (9). Die Amplitudenfunktion ergibt sich
aus Gl. (27) unter Vernachladssigung linearer Glieder
inv;;ound v, zu — X,. Hat das Feld die Richtung
[100], dann ist nach GIl. (20) lediglich 4, von &
abhingig, und wir erhalten mit der Substitution
&= V100 Gin z

z 1 2
¢y (,0) = EJl [“”Ioo,oy

2“”100 (vl;ﬂ +M I Vi v]oo)J. 1)

& &y &

| 2 2
+ 0 (¥710, 0711) -

Die asymptotische Auswertung nach den Formeln
des Anhanges liefert

a\2 - L08 ma
pmd)=(3) .

[eFg| 1n* (42)

1(77,:)2217100 [] +M+M+vlllvloo

& £ &y &y

v <
| W2 22
- O0\%I105 ¥111) |-

Fiir die Feldrichtungen [110] und [111] ergeben sich
nach GIl. (20) 4, und A, von & abhingig, jedoch
wird das Integral (41) durch diese zusétzliche £-Ab-
héngigkeit nur unwesentlich geéindert, da der Haupt-
beitrag von der Stelle & = 0, also von der {100}-
Ebene herriihrt. Deshalb ergeben sich auch fiir die
[110]-und [111]-Richtungen des Feldes Formeln ana-
log zu (41) und (42), wenn wir nur in den Koeffizien-
ten a an Stelle des Feldes F' die Komponenten des
Feldes parallel zu [100]-Richtung, also ', einfiihren.
e, und ¢, sind dabei an der Stelle & = 0 zu nehmen.

Die Durchlissigkeit D nach Gl. (42) haben wir
nun iber die {100}-Grenzfliche der ersten B.-Zone
zu mitteln. Es geniigt, wenn wir bei dieser Mitte-
lung die Parameter » und { von 0 bis — 1 laufen
lassen. Wir erhalten analog zum vorigen Abschnitt

bei der ersten Mittelung (n, = — 1)
’]o
D) = Mljmnc 43)
w\2 —ani, (142220 5 eV
:(3) e ( &z / .yOJTdy
Yo
mit der Substitution
Y= 2oc U%OO.’/'Z,—V_’——, V = 1}110 —1— Uill balu
Vn? + V100 &
(44)
das Ergebnis [(yo = ¥ (1), &} = (£4)y =1, ]
= w\2h (yo)
D) = |+ 4
: exp{av§ (1 +2 04 g ”‘;°+ 2 ”‘;;Ls‘z"“ )}

Die Funktion % (y,) ist in (35) definiert. Bei der
Mittelung iiber { vernachldssigen wir die verhilt-
nismafig geringfiigige Abhingigkeit des Faktors
h(yo)/y, von £, indem wir fiir { den Wert ;= — 1
einsetzen, von dem der Hauptbeitrag zu dem Mittel-
wert herriihrt. Wir kénnen dann bilden:

[

= 1
D=t ! D)

oC
2 h ) _ L9 V100 ez
:(_) (Yo az{on(l, gny)n.zof 2dz
2

(46)

3 Yo
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mit
9 22 4 o Y100
2= 21007 Ve o ¥ Puo T V111 o -
a Too v
(47)

Dies liefert wie oben [z, = z ({o) = Yo, €0 = (&,): — ¢,
0
= g3]:

1:):(::;&2(:0))26_”?00 (1+4—”—;;21;z”_‘2;_§;ﬂ),. (48)
oder schlielich, wenn 2z, > 1:

D) = gtoon () o o

grrva = (1 + viy) (1%)(,2—0))2 (49)

I, =1 (n,_,) ist die Ionisierungsenergie, Gl. (42),
in der Mitte der {100}-Grenzfliche der B.-Zonen;
I, stellt eine aus I (7, {) durch den Limes 7 — oo,
{ — oo abgeleitete Rechengréfe dar. Als Formeln
fiir die zeitliche Emissionswahrscheinlichkeit bei
den drei speziellen Feldrichtungen ergeben sich
mit (49) schlieBlich:

eFa elFa
_ 100 _ 11
Wri00) = '_h_D[{mo]} > W01 = _h—V2DFlOO}].’
eFa_ , .
winy = 5 V3 DY, (50)

5. Folgerungen

Die zur Feldemission erforderliche kritische Feld-
stirke wird in erster Linie durch den Exponenten
n (49) bestimmt. Unterschreitet ndmlich der Be-
trag des Exponenten einen kritischen Wert, so setzt
Feldemission ein. Da der Exponent nur von der
Komponente des Feldes senkrecht zur {100}-Wiirfel-
fliche abhéngt, wird man, um mit einer in [111]
gerichteten Feldstdrke Emission zu erzielen, ein um
den Faktor |3 groBeres Feld anzulegen haben, als
wenn dieses die Richtung [100] hat ; fiir die Richtung
[110] ist ein um den Faktor /2 groBeres Feld als fiir
[100] erforderlich. Als Polardiagramm der kritischen
Feldstirke erhilt man so, wie dies schon friither von
Franz? aus dem eindimensionalen Modell erschlos-
sen wurde, einen Wiirfel, und man darf ebenso wie
dort weiter folgern, dafl bei einem nicht rein ku-
bischen Kristall das Polardiagramm der kritischen
Feldstéirke aus dem Bild der B.-Zone des Kristall-
gitters dadurch hervorgeht, dall man die Begren-
zungsflichen unter Wahrung der Symmetrieverhélt-
nisse verschiebt. Die feldabhangigen Koeffizienten
der e-Funktion in (49) stellen eine Korrektur gegen-
iiber (23) dar, die bei einer genauen quantitativen

Diskussion eine Abrundung des Polardiagramms an
den Kanten und Ecken zur Folge hat, die allerdings
nur einige Prozent betridgt. Solange keine héhere
MefBgenauigkeit erzielt werden kann, ist man damit
berechtigt, einfach die Zenersche Formel mit der
etwa in (23) und (25) angegebenen riaumlichen Mo-
difikation zu verwenden.

Die Berechnung der Durchschlagsfestigkeit nach
der Feldemissionstheorie fiir die verschiedenen ku-
bischen Gittertypen wird in einer folgenden Arbeit
durchgefiihrt werden. Dort werden wird auch den
Ubergang von den Formeln der Zenerschen Art zu
den praktisch richtigeren Formeln der von Shock-
ley* angegebenen Art durchfiihren.

Mathematischer Anhang

Die in der Arbeit vorkommenden Integrale sind
vom Typ

o)
dz ik (GinzCojz+2) +1Ginz+mz]

J'n (k, l, m) == j—(s:[)i—nz e .

—o (1)
Hinreichend fiir ihre Konvergenz ist, da bei nicht
negativem, ganzen n die Parameter k, I, m reell sind;
J, (0, 0, m) sei ausgenommen. In einigen Spezialfillen
lassen sich die Integrale durch bekannte Funktionen
ausdriicken ; so ist z. B.

7 (1)

(@) Jo(k,0,m) =i H_;kim (ik),

(1)

() Jo (0,5, m) =imH_; (i),

(¢) J,(0,1,0) =met, 2
2ne'm%

(d) J1(0,0,m)=mm”-

Mit Hilfe der Identitit 1 = Cpj?z — Gin? und par-
tieller Integration erhalten wir fiir (1) beziiglich n eine
Rekursion, die es erlaubt, jedes Integral J, durch J,
bis J¢ auszudriicken. Es ist

(n—2)% + m?

(mn—1)J, (k1l,m)= po—

n-2

Ilm (2n—25)
T n—2)(n—3)
N 4 km(n—3)>%*+ 1 (n—2)(n—4)
' (n—4)(n—3)(n—2)

2kl (2n—T) 4 k? J 3
Tm +——n——4 n-6-. (3)

In-3

Jn—-L

n-5

Dabei ist das Argument der Integrale auf der rechten
Seite gleich demjenigen des Integrals auf der linken
Seite.

Da fiir unsere Zwecke k oder ! stets gro3 (> 1) ange-
nommen werden kann, so geniigt es, sich auf asym-
ptotische Darstellungen zu beschrinken. Fiir grole k
oder [ liegt die Stelle stationdrer Phase bei
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E nVsb - . n\%
2= E—ﬂ ZW. el 2 =1 2—2 H

der Hauptbeitrag des Integrals (1) wird somit durch
die Umgebung von z, = 1 —;— bestimmt. Gehen wir mit
der Substitution

z2=1

“+ w (4)

ro|

in (1) ein, so erhalten wir

—(k + m)

lv|:

J, (R l,m) = F

'}
e~ 1Cojw~1i (k Sinw Cojw - kw — mw)
2 dw .

Gin"w (3)

o)

Fiir grofes k folgt hieraus

n 0 2k o
e—(k-}‘m)g—l i
J, (k,1l,m)= = . p fn(w;k,l,m)((i:;;
0 0}
mit dem Faktor
~ e~ Sk . w? w?
fn(w; k’l’m):(l—f——Pﬁ"mltP =§T+? + ey
(7)
. (Rw)?  @w) )
Sy = z4kw‘-l 51 I —L’
i w?  w'
—zmw—f—ll—é—!—%—q—ir - ]
Durch die Substitution
3\
w=¢i B, &= (Z_k) ’ (8)
n-1 ke n
Jp(kylm) =A, k5 f(k,lmek msl (>0

fn(kyl,m) =1+ em

Die Werte fiir 4, und das Viertel ihrer Quadrate sind
Tab. 1 zu entnehmen.

n A, a,=A2/4 B, b,=DB32/4
1 2,0944 1,0966 3,1416 2,4674
2 2,0489 1,0495 2,5066 1,5708
3 1,7705 0,7837 1,5708 0,6169
4 1,3963 0,4874 0,8355 0,1745
5 1,0245 0,2624 0,3927 0,03854
6 0,7082 0,1254 0,1671 0,006981
T 0,4654 0,0541% 0,06545 0,0010709
Tab. 1.

2
L 5 Wl
. 1]
r

13

wird in (6) der Integrationsweg in der w-Ebene so
verlegt, daB er in der 7-Ebene, von -+ <« kommend,
den Nullpunkt im mathematisch positiven Sinne um-
lauft und nach + « zuriickkehrt (Abb. 2.)

(~o0)

Abb. 2. Integrationsweg € in der w-Ebene (a) und
in der z-Ebene (b). Konvergenzgebiete der Integrale
Jp (ky, I, m) sind durch Schraffierung gekennzeichnet.

Aus (6) wird dann

ek +m 5 -l (2k)n—1

I (ks l,m) = 2n+ 1 3
3173
(0+)
T o~
 f sk Lmydr,  (9)
+0T 3

wenn wir unter fNﬂ die aus (7) und (8) folgende Entwick-

lung von f:; verstehen. Mit der Integraldarstellung der
reziproken I-Funktion

(0 +)
e T d 271 (— 1)8 10
ES A s+ 1) £
+ o
erhalten wir als Ergebnis:
2\n+2 (5
s k); = [—
m<Lk); A, (3) (n+2)’ (11)
Mi—
3
2
r(2= _
3 ‘ & 3n +8 A — 1 :
= —g—gm 5 +3l+m : + o (&%) .
(5)
Fiir grofe 1 folgt aus (5) die Darstellung
o (b + m)%——l
Iy (ks l,m) = .
© b
e TV ~
j__ gn (Wi k, 1, m)dw (12)
wﬂ
— 00
mit dem Faktor
- e~ S
In (W; k, L m) = (13)

1+ ey’
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Lk [@ep | ewp |
Si=igs T m Tonef
[20? | 2t |

— T Sl Bl
zmw+lw]4!+ 6!+..l.

und P wie in (7). Durch die Substitution

2 e
w = 0t'/:, 6:(—)

7 (14)

=1

Iy (kl,m) =B, L 2 g, (k1,m)e

k-Lm)%—l

gn(klym) =14 0m

, I>15 k,m<Lk);

n+1

F( 2 ) 0% [n+1
I’(-ﬁ +§!- 4
2

Die B, sind nebst den Vierteln ihrer Quadrate eben-
falls in Tab. 1 aufgefiihrt. Die I-Funktionen in der
Entwicklung von f, und g, lassen sich mit Hilfe von

el(z)=I'(z+ 1) mit I' (3) = Vo = 1,772454,
(%) = 2,678938 und I" (2) = 1,354118 leicht be-
3 3

" 2n—1+ 634k‘ 3 1 ) n—2
- m 5 Fl— ‘min—{——km T—

wird auch hier der Integrationsweg im Sinne von
Abb. 2b in die 7-Ebene verlegt. Das neue Integral

J, (k, 1, m) (15)
y o gkEmgl (l)n_—lwf) e o Tl B vl
S R g, (T3 k. I, m)dr
n+19n
24" 2 e

mit der aus (13) durch die Substitution (14) folgenden
Funktion g,, wird dann bei Benutzung von (10)

B = [ _2" . ;
n 9 2 F(n+ 1) ’ (lh)
2
dEn
+ o(d).

3!

rechnen. Man iiberzeugt sich miihelos, daf3 die Entwick-
lung des Integrals (2b), die als Spezialfall mit n = &
= 0 aus (16) gewonnen wird, mit der bekannten
asymptotischen Darstellung der Hankel-Funktion
tibereinstimmt.

Lichtelektrische Untersuchungen iiber die elektronische Wechselwirkung
zwischen einer Platinoberfldche und adsorbierten Wasserstoff-
bzw. Sauerstoffatomen und -molekeln sowie N,O-Molekeln*

Von R. SUHRMANN und W. SACHTLER **

Aus dem Institut fiir Physikalische Chemie und Elektrochemie der Technischen Hoch-
schule Braunschweig

(Z. Naturforschg. 9a, 14—27 [1954]; eingegangen am 7. September 1953)

Die Verdanderung der lichtelektrischen Empfindlichkeit einer Platinfolie bei Elektronen-
bombardement und Adsorption von Wasserstoff, Sauerstoff und Distickstoffmonoxyd
wird untersucht unter Ermittlung des Elektronenaustrittspotentials @ und der Mengen-
konstante M. Aus der Verdinderung von @ und M wird auf den Adsorptionszustand der
Fremdmolekeln und die Art der elektronischen Wechselwirkung zwischen ihnen und der

Metalloberfliche geschlossen.

I. Problemstellung
dhrend die Wechselwirkung zwischen Adsor-
bens und Adsorbat bei der durch van der
Waalssche Krifte bewirkten Adsorption nur gering-
fiigig ist, treten bei der Chemosorption Adsorptions-

* Auszugsweise wurde uber die Ergebnisse dieser
Arbeit berichtet auf der Diskussionstagung der Deut-
schen Bunsengesellschaft, Berlin 1952, und auf dem

wérmen auf, die in der Grofenordnung der bei der
chemischen Bindung beobachteten Energiebetrige
liegen, die also durch eine elektronische Wechselwir-
kung zwischen Adsorbens und Adsorbat erklart wer-
den miissen, dhnlich der beim Zustandekommen

International Symposium on the Reactivity of Solids,
Gothenburg 1952.

** Jetzt Koninklijke Shell Laboratorium, Amster-
dam.



